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Wagi obiektywne dla grupowego wspomagania decyzji z danymi przedziałowymi – Dariusz Kacprzak 

Klasyczna metoda TOPSIS (Hwang, Yoon, 1981) 
 
{𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑚} – zbiór wariantów decyzyjnych 
 
{𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛} – zbiór kryteriów (B i C) 
  
Macierz decyzyjna 

𝑋 =

𝑥11 𝑥12
𝑥21 𝑥22

⋯ 𝑥1𝑛
⋯ 𝑥2𝑛

⋮ ⋮
𝑥𝑚1 𝑥𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑥𝑚𝑛

 

  
Wektor wag kryteriów 

𝑤 = 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛  

Hwang, C.L.; Yoon, K. Multiple Attribute Decision Making: Methods and 
Applications; Springer-Verlag, Berlin, 1981. 
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Normalizacja (wektorowa) macierzy decyzyjnej 
 

𝑌 =

𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

⋯ 𝑦1𝑛
⋯ 𝑦2𝑛

⋮ ⋮
𝑦𝑚1 𝑦𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑦𝑚𝑛

 

 
gdzie  
 

𝑦𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗

 𝑥𝑖𝑗
2𝑚

𝑖=1

  

 
dla 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 
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Ważona znormalizowana macierz decyzyjna 
 

𝑉 =

𝑣11 𝑣12
𝑣21 𝑣22

⋯ 𝑣1𝑛
⋯ 𝑣2𝑛

⋮ ⋮
𝑣𝑚1 𝑣𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑣𝑚𝑛

 

 
gdzie  
 

𝑣𝑖𝑗 = 𝑤𝑗 ∙ 𝑦𝑖𝑗   

 
dla 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 i 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 
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Ideał 
 

𝐴+ = 𝑣1
+, 𝑣2

+, … , 𝑣𝑛
+ = max

𝑖
𝑣𝑖𝑗  | 𝑗 ∈ 𝐵 , min

𝑖
𝑣𝑖𝑗  | 𝑗 ∈ 𝐶  

 
i antyideał 
 

𝐴− = 𝑣1
−, 𝑣2

−, … , 𝑣𝑛
− = min

𝑖
𝑣𝑖𝑗  | 𝑗 ∈ 𝐵 , max

𝑖
𝑣𝑖𝑗  | 𝑗 ∈ 𝐶  
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Odległości wariantów 𝐴𝑖  (𝑖 = 1,… ,𝑚) od ideału 𝐴+ 
 

𝑑𝑖
+ =  𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑗

+
2

𝑛

𝑗=1

 

 
i od ideału 𝐴− 
 

𝑑𝑖
− =  𝑣𝑖𝑗 − 𝑣𝑗

−
2

𝑛

𝑗=1
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Współczynnik względnej bliskości do ideału 𝐴+ 
 

𝑅𝐶𝐶𝑖 =
𝑑𝑖
−

𝑑𝑖
+ + 𝑑𝑖

− 

  
  
 
 
 

Ranking wariantów i wskazanie najlepszego. 
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Metoda entropii (Hwang, Yoon, 1981) 
  
Normalizacja (liniowa) macierzy decyzyjnej 
 

𝑌 =

𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

⋯ 𝑦1𝑛
⋯ 𝑦2𝑛

⋮ ⋮
𝑦𝑚1 𝑦𝑚2

⋱ ⋮
⋯ 𝑦𝑚𝑛

 

  
gdzie  
 

𝑦𝑖𝑗 =
𝑥𝑖𝑗

 𝑥𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1

  

 
dla 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 
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Wyznaczenie wektora entropii 
 

𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛) 
 
gdzie  
 

𝑒𝑗 = −
1

ln𝑚
 𝑦𝑖𝑗ln𝑦𝑖𝑗
𝑚
𝑖=1   

 
dla 𝑗 = 1, . . , 𝑛 
 
 
 
Jeżeli 𝑦𝑖𝑗 = 0 dla pewnego 𝑖, przyjmujemy 𝑦𝑖𝑗ln𝑦𝑖𝑗 = 0. 
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Wyznaczenie wektora zróżnicowania 
  

𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛) 
 
gdzie  
 

𝑑𝑗 = 1 − 𝑒𝑗  

 
dla 𝑗 = 1, . . , 𝑛 



Wagi obiektywne dla grupowego wspomagania decyzji z danymi przedziałowymi – Dariusz Kacprzak 

Wyznaczenie wektora wag 
 

𝑤 = 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛  
 
gdzie  
 

𝑤𝑗 =
𝑑𝑗

 𝑑𝑗
𝑛
𝑗=1

  

 
dla 𝑗 = 1, . . , 𝑛 
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Skala - 1,2,3,4,5  
 
Przykład 1. 
 

𝑋1 =

𝐷𝑀1 𝐶1 𝐶2
𝐴1
𝐴2
𝐴3

1 1
2 2
4 3

,   𝑋2 =

𝐷𝑀2 𝐶1 𝐶2
𝐴1
𝐴2
𝐴3

3 3
2 2
1 1

 

 

𝑋𝐴𝑅𝑇 =

𝐶1 𝐶2
𝐴1
𝐴2
𝐴3

2 2
2 2
2.5 2

 

 
𝒘𝑨𝑹𝑻 = (𝟏, 𝟎) 

 
𝒘𝑷𝑨 = (𝟎. 𝟓𝟗𝟐𝟏, 𝟎. 𝟒𝟎𝟕𝟗) 
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Skala - 1,2,3,4,5  
  
Przykład 2. 
 

𝑋1 =

𝐷𝑀1 𝐶1 𝐶2
𝐴1
𝐴2
𝐴3

5 1
3 2
1 3

,   𝑋2 =

𝐷𝑀2 𝐶1 𝐶2
𝐴1
𝐴2
𝐴3

1 3
3 2
5 1

 

 

𝑋𝐴𝑅𝑇 =

𝐶1 𝐶2
𝐴1
𝐴2
𝐴3

3 2
3 2
3 2

 

 
𝒘𝑨𝑹𝑻 =? 

 
𝒘𝑷𝑨 = (𝟎. 𝟔𝟒𝟗𝟕, 𝟎. 𝟑𝟓𝟎𝟑) 
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Liczba przedziałowa (LP) 
 

𝑎, 𝑎 = 𝑥 ∈ ℝ ∶  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎  
 
Zakładamy, że 𝑎 > 0. 
 

Niech dane będę dwie LP 𝑎, 𝑎  i 𝑏, 𝑏  oraz liczba rzeczywista 𝜆 > 0.  

Wówczas: 

• 𝑎, 𝑎 = 𝑏, 𝑏  jeżeli 𝑎 = 𝑏 i 𝑎 = 𝑏, 

• 𝑎, 𝑎 + 𝑏, 𝑏 = [𝑎 + 𝑏, 𝑎 + 𝑏], 

• 𝑎, 𝑎 − 𝑏, 𝑏 = 𝑎 − 𝑏, 𝑎 − 𝑏 , 

• 𝑎, 𝑎 ⋅ 𝑏, 𝑏 = [𝑎 ⋅ 𝑏, 𝑎 ⋅ 𝑏], 

• 𝑎, 𝑎 / 𝑏, 𝑏 = [𝑎/𝑏, 𝑎/𝑏], 

• 𝜆 ⋅ 𝑎, 𝑎 = 𝜆 ⋅ 𝑎, 𝜆 ⋅ 𝑎 . 

Moore, R.E.; Kearfott, R.B.; Cloud, M.J. Introduction to Interval Analysis; 
SIAM, Philadelphia, 2009. 
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Inna reprezentacja LP 
 

𝑚 𝑎, 𝑎 ;𝑤 𝑎, 𝑎  
 
gdzie  
 

𝑚 𝑎, 𝑎 =
𝑎 + 𝑎

2
 

oraz 

𝑤 𝑎, 𝑎 =
𝑎 − 𝑎

2
 

  
  

𝑎, 𝑎 ≺= 𝑏, 𝑏  jeżeli  
𝑚 𝑎, 𝑎 < 𝑚 𝑏, 𝑏 , gdy 𝑚 𝑎, 𝑎 ≠ 𝑚( 𝑏, 𝑏 )

𝑤 𝑎, 𝑎 ≥ 𝑤 𝑏, 𝑏 , gdy 𝑚 𝑎, 𝑎 = 𝑚( 𝑏, 𝑏 )
 

 
oraz  

𝑎, 𝑎 ≺ 𝑏, 𝑏  jeżeli 𝑎, 𝑎 ≺= 𝑏, 𝑏  i 𝑎, 𝑎 ≠ 𝑏, 𝑏  

Hu, B.Q.; Wang, S. A Novel Approach in Uncertain Programming Part I: New 
Arithmetic and Order Relation for Interval Numbers, J. Ind. Manag. Optim., 
2006, 2, 351-371. 
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Proponowana metoda 
 
{𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑚} – zbiór wariantów decyzyjnych 
 
{𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛} – zbiór kryteriów 
 
{𝐷𝑀1, 𝐷𝑀2, … , 𝐷𝑀𝐾} – zbiór decydentów / ekspertów 
 

𝑋𝑘 =

𝑫𝑴𝒌 𝐶1  𝐶2    ⋯ 𝐶𝑛

𝐴1
𝐴2
⋮
𝐴𝑚

𝑥11
𝑘 𝑥12

𝑘

𝑥21
𝑘 𝑥22

𝑘

⋯ 𝑥1𝑛
𝑘

⋯ 𝑥2𝑛
𝑘

⋮ ⋮
𝑥𝑚1
𝑘 𝑥𝑚2

𝑘
⋱ ⋮
⋯ 𝑥𝑚𝑛

𝑘

 

 
gdzie  

𝑥𝑖𝑗
𝑘 = 𝑥𝑖𝑗

𝑘 , 𝑥𝑖𝑗
𝑘
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Wyznaczanie wag obiektywnych kryteriów

Normalizacja macierzy decyzyjnych dla każdego decydenta

Konstrukcja znormalnianej macierzy decyzyjnej dla każdego kryterium

Wyznaczenie wektora entropii dla każdego kryterium

Wyznaczenie wektora zróżnicowania dla każdego kryterium

Konstrukcja macierzy zróżnicowania

Przedziałowa entropia

Określenie najlepszego i najgorszego kryterium

Obliczenie odległości każdego wiersza macierzy zróżnicowania od 
najlepszego i najgorszego kryterium

Obliczenie współczynnika względnej bliskości każdego wiersza macierzy 
zróżnicowania od najgorszego kryterium

Wyznaczenie wag obiektywnych

Przedziałowa TOPSIS
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……

… …
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Normalizacja macierzy decyzyjnych 
 

𝑌𝑘 =

𝑫𝑴𝒌 𝐶1   𝐶2  ⋯  𝐶𝑛

𝐴1
𝐴2
⋮
𝐴𝑚

𝑦11
𝑘 𝑦12

𝑘

𝑦21
𝑘 𝑦22

𝑘

⋯ 𝑦1𝑛
𝑘

⋯ 𝑦2𝑛
𝑘

⋮ ⋮
𝑦𝑚1
𝑘 𝑦𝑚2

𝑘
⋱ ⋮
⋯ 𝑦𝑚𝑛

𝑘

 

 
dla każdego 𝑗 = 1, . . , 𝑛 
 

𝑦𝑖𝑗
𝑘 =

𝑥𝑖𝑗
𝑘

 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑚

𝑖=1

,
𝑥𝑖𝑗
𝑘

 𝑥𝑖𝑗
𝑘𝑚

𝑖=1

gdy 𝑗 ∈ 𝐵

1 𝑥𝑖𝑗
𝑘

 

 1 𝑥𝑖𝑗
𝑘 𝑚

𝑖=1

,
1 𝑥𝑖𝑗

𝑘 

 1 𝑥𝑖𝑗
𝑘 𝑚

𝑖=1

gdy 𝑗 ∈ 𝐶
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Konstrukcja macierzy kryteriów dla każdego 𝐶𝑗 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  

 

𝑉𝑗 =

𝐶𝑗 𝐷𝑀1 𝐷𝑀2 ⋯ 𝐷𝑀𝐾

𝐴1
𝐴2
⋮
𝐴𝑚

𝑦1𝑗
1 𝑦1𝑗

2

𝑦2𝑗
1 𝑦2𝑗

2

⋯ 𝑦1𝑗
𝐾

⋯ 𝑦2𝑗
𝐾

⋮ ⋮
𝑦𝑚𝑗
1 𝑦𝑚𝑗

2
⋱ ⋮
⋯ 𝑦𝑚𝑗

𝐾
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Wyznaczenie wektora entropii dla każdego 𝐶𝑗 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  

 

𝑒𝑗 = 𝑒𝑗
1, 𝑒𝑗

2, … , 𝑒𝑗
𝐾  

 
gdzie  
 

𝑒𝑗
𝑘 = 𝑒𝑗

𝑘, 𝑒𝑗
𝑘

  

 
dla  𝑘 = 1,2,… , 𝐾 oraz 
  

𝑒𝑗
𝑘 = min −

1

ln𝑚
 𝑦𝑖𝑗

𝑘 ln𝑦𝑖𝑗
𝑘

𝑚

𝑖=1

, −
1

ln𝑚
 𝑦

𝑖𝑗

𝑘
ln𝑦

𝑖𝑗

𝑘

𝑚

𝑖=1

 

i  

𝑒𝑗
𝑘
= max −

1

ln𝑚
 𝑦𝑖𝑗

𝑘 ln𝑦𝑖𝑗
𝑘

𝑚

𝑖=1

, −
1

ln𝑚
 𝑦

𝑖𝑗

𝑘
ln𝑦

𝑖𝑗

𝑘

𝑚

𝑖=1

 

 

Definiujemy  𝑦𝑖𝑗
𝑘 ln𝑦𝑖𝑗

𝑘 = 0 lub 𝑦
𝑖𝑗

𝑘
ln𝑦

𝑖𝑗

𝑘
= 0 jeżeli 𝑦𝑖𝑗

𝑘 = 0 lub 𝑦
𝑖𝑗

𝑘
= 0  
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Wyznaczenie wektora zróżnicowania dla każdego 𝐶𝑗 𝑗 = 1,2,… , 𝑛  

 

𝑑𝑗 = 𝑑𝑗
1, 𝑑𝑗

2, … , 𝑑𝑗
𝐾  

 
gdzie  
 

𝑑𝑗
𝑘 = 1 − 𝑒𝑗

𝑘 = 1 − 𝑒𝑗
𝑘
, 1 − 𝑒𝑗

𝑘   

 
dla 𝑘 = 1,2,… , 𝐾 
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Budowa macierzy zróżnicowania 
 

𝐷 =

𝐷𝑀1 𝐷𝑀2 ⋯ 𝐷𝑀𝐾

𝐶1
𝐶2
⋮
𝐶𝑛

 𝑑1
1   𝑑1

2 

 𝑑2
1   𝑑2

2 

⋯  𝑑1
𝐾  

 ⋯  𝑑2
𝐾  

⋮ ⋮
 𝑑𝑛
1   𝑑𝑛

2  
⋱ ⋮
  ⋯  𝑑𝑛

𝐾  
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Wyznaczenie ideałów  
 

𝐶+ = 𝑐1
+, 𝑐2

+, … , 𝑐𝐾
+  

 
gdzie  
 

𝑐𝑘
+ = max

𝑗
𝑑𝑗
𝑘  

 
dla 𝑘 = 1,2,… , 𝐾 oraz 
  

𝐶− = 𝑐1
−, 𝑐2

−, … , 𝑐𝐾
−  

gdzie  
 

𝑐𝑘
− = 0,0   

 
dla 𝑘 = 1,2,… , 𝐾  
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Obliczanie odległości wierszy macierzy 𝐷 reprezentujących wagi kryteriów od 
ideałów  
 

𝑑𝑗
𝐶+ =  𝑑𝑗

𝑘 − 𝑐𝑘
+

2
+ 𝑑𝑗

𝑘
− 𝑐𝑘

+
2

𝐾

𝑘=1

 

 

𝑑𝑗
𝐶− =  𝑑𝑗

𝑘 − 𝑐𝑘
−

2
+ 𝑑𝑗

𝑘
− 𝑐𝑘

−
2

𝐾

𝑘=1
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Obliczenie współczynników względnej bliskości do ideału 𝐶+ 
 

𝑅𝐶𝐶𝑗
𝐶 =

𝑑𝑗
𝐶−

𝑑𝑗
𝐶+ + 𝑑𝑗

𝐶−
 

 
dla każdego 𝑗 = 1, . . , 𝑛 
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Wyznaczenie wektora wag obiektywnych 
 

𝑤 = 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛  
 
gdzie   
 

𝑤𝑗 =
𝑅𝐶𝐶𝑗

𝐶

 𝑅𝐶𝐶𝑗
𝐶𝑛

𝑗=1

  

 
dla 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 
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Dziękuję za uwagę 


